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Abstract: Systems with discrete and continuous dynamics are called hybrid dynamical systems (abbr.
HDS). A class of HDS can be fomulated by mixed logical dynamical (abbr. MLD) systems. MLD systems
are described by linear state equations subject to linear inequalities involving logical and continuous
variables. Since discrete dynamics in HDS is constrained by the linear inequalities, MLD systems can
describe discrete dynamics as logical variables in the state equations. In this paper, we use continuous
MLD systems for a mathematical model of a gene network. We consider an interaction estimation problem
in the gene network. Moreover, we consider controlling symbolic dynamics in the original gene network
by adding new genes.
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1. はじめに
離散ダイナミクスと連続ダイナミクスが混在したシス

テムをハイブリッドダイナミカルシステム (以下，HDS
と呼ぶ)という．HDSはシステム制御の分野だけでなく，
機械工学・電気工学などといった広範な分野にも現れ，最
近ではヒューマンファクターへの応用 [1]などにも用いら
れている．HDSを表現するモデルにはいくつかあり，そ
の中にあるクラスの HDSを表現するものとして Mixed
Logical Dynamical システム (以下，MLDシステムと呼
ぶ)[2]がある．MLDシステムは線形方程式と線形不等式
で記述され，HDSがもつ離散ダイナミクスを線形不等式
拘束することによって，離散ダイナミクスを論理変数と
して状態方程式の中に記述することができる．さらに離
散時間MLDシステムではモデル予測制御などが適用で
きるため，HDSの研究においてMLDシステムを用いた
アプローチは有効であると考えられている．本報告では，
MLDシステムの応用例として連続時間MLDシステムを
遺伝子ネットワークに適用する．そして，遺伝子ネット
ワークにおける相互作用推定問題や，新たに遺伝子を付
加した場合の遺伝子ネットワークの制御問題を扱う．

2. 遺伝子ネットワーク
2.1 連続時間スイッチングネットワーク
生体内では遺伝子は mRNAに転写され，さらにそれ

を鋳型として翻訳されることによってタンパク質が生成
されている．しかし，この過程は他のタンパク資の存在・
非存在によって活性化・抑制化されることがあり，さら
にはタンパク質間での相互作用によっても活性化・抑制
化されることがある．このように遺伝子からタンパク質
の生成過程は複雑なネットワーク構造をしており，これ
を遺伝子ネットワークと呼ぶ．また，この相互作用はタ
ンパク質濃度がある閾値を超えるときに生じることがあ
り，このとき生成する基になった遺伝子が「発現してい
る」と呼ぶ．
遺伝子ネットワークの数理モデルとして，連続時間ス

イッチングネットワーク [3, 4, 5, 6] を採用する．N =
{1, · · · , n}とすると，これは以下の式によって表される．

ẋi = −kixi + Fi(y1, y2, · · · , yn), (i ∈ N).

ここで，nはネットワーク内の遺伝子数，yiは遺伝子 iの
発現・非発現を表現するバイナリ変数で，

yi =
{

0 if xi < 0,
1 if xi ≥ 0,

と書け，xi は遺伝子 iの発現量に関する正規化された実
数変数，ki はタンパク質 iの分解速度に関する正実数パ
ラメータであり，Fi : {0, 1}n → Rは以下の式で表され
る他の遺伝子から遺伝子 iへの相互作用関数である．

Fi(y1, · · · , yn) = a(i) +
n∑

j=1

w
(i)
j yj +

n∑
j=1

n∑
h=j+1

w
(i)
jh yjyh

+ · · · + w
(i)
12···ny1y2 · · · yn.

ここで，a(i)は遺伝子 iの基本発現量に対応するパラメー
タ，w

(i)
j はタンパク質 jが遺伝子 iの転写因子としての作

用強度を表すパラメータ，2次以上の項はタンパク質間相
互作用によって，遺伝子 iの発現に作用を表すパラメータ
であり，例えば w

(1)
23 はタンパク質 2と 3が相互作用を生

じ，その結果遺伝子 1の発現に影響を与えるときの，そ
の作用強度を表すものである．
2.2 ダイナミクス
連続時間スイッチングネットワークの区分領域は，遺伝

子発現パターンに対応するバイナリベクトル (y1, · · · , yn)
に一致する．濃度変数 xiの状態空間では，それぞれの区
分領域は状態空間のそれぞれの象限に対応する．ここで
発現パターン (y1, · · · , yn)に対応する濃度変数による状
態空間中の区分線形領域を，Ry1···yn と表す．
さて，x∗

i = Fi/kiとしたときに，ey1···yn = (x∗
1, · · · , x∗

n)
で定義される状態を考える．ey1···yn ∈ Ry1···yn のとき，
ey1···yn は Ry1···yn における平衡点となっており，しかも
ki > 0 であるので系全体として安定となるため，安定平
衡点と呼ぶ．その一方で，ey1···yn /∈ Ry1···yn となる場合
もあり，このような ey1···yn を仮想平衡点と呼ぶ．しか
し，仮想平衡点であっても状態は仮想平衡点に向かって
進むため，その途中で発現パターンが切り替わり新たな
安定または仮想平衡点に向かうことになる．つまり，連
続時間スイッチングネットワークのダイナミクスは安定
平衡点と仮想平衡点の配置に大きく依存する．



2.3 発現ベースの設計手法
2.2 節で述べたように，連続時間スイッチングネット

ワークは平衡点がダイナミクスの定性的挙動を決定して
いる．したがって，各平衡点の位置を適切に設定すれば，
与えられた発現パターン遷移を実現するネットワーク設
計が可能になる [3]．連続時間スイッチングネットワーク
においては，遷移は連続時間中に発生するため，パター
ン遷移は非同期的に行われる．つまり，特別な場合を除
いて，1回の遷移においては 1遺伝子の発現反転のみが許
される．したがって，遷移の前後で 1遺伝子のみが反転
したパターンあるいは恒等パターンを用いることとする．
遺伝子 j のみが反転する 1遺伝子反転パターン遷移

(y1, y2, · · · , yj, · · · , yn) → (y1, y2, · · · , ȳj , · · · , yn),

を設定する場合 (ただし ȳj は yj の反転)，

ey1y2···yj ···yn ∈ Ry1y2···ȳj ···yn ,

となるように平衡点 ey1y2···yj···yn を配置すればよい．し
かしながらこの条件だけでは，平衡点は x∗

i = 0となるよ
うな特異的な位置にも配置される危険性があるので，任
意定数 b > 0によって領域 B

B = {(x1, x2, · · · , xn)| − b < xi < b},
を設定し，平衡点の配置禁止領域とする．すなわち

ey1y2···yj···yn ∈ Ry1y2···ȳj···yn\B,

となるように平衡点を配置すればよい．
この平衡点配置は相互作用パラメータに対する線形不

等式となる．一般に複数のパターン遷移データから設計
を行うので，相互作用パラメータに対する制約は連立線
形不等式となる．この連立線形不等式制約から適切な相
互作用パラメータ値を決定するために，以下に示す評価
関数を用いる．

E =
n∑

i=1

n∑
j=1

|w(i)
j | +

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
h=j+1

|w(i)
jh | + · · ·

+
n∑

i=1

|w(i)
12···n| +

n∑
i=1

|a(i)|. (1)

すなわち，相互作用パラメータの L1 ノルムの総和であ
る．この評価関数を最小化することによって相互作用パ
ラメータ値を決定する．式 (1)に出てくるすべてのパラ
メータwに対して，正実数の擬似パラメータ w+, w−を
導入し，w = w+ −w−とすることで，評価関数も線形化
できる．
3. 遺伝子ネットワークのMLD表現
3.1 モデリング
ここでは，以下の 3次の連続時間スイッチングネット

ワークをMLDシステムで表現する．ただし，一般の場
合も同様に表現できる．MLDシステムに関する詳細は文
献 [1]を参照にされたい．ここで，N = {1, 2, 3}とする．

ẋi = −kixi + F̃i(y1, y2, y3), (i ∈ N).

論理変数 yi を [yi = 1] ↔ [xi ≥ 0]と定義すると，

m � min
i∈N, t∈R

xi(t), M � max
i∈N, t∈R

xi(t),

を用いて，以下の連立不等式で表現できる．

− myi ≤ xi − m, − (M + ε)yi ≤ −xi − ε.

ここで，ε > 0であり，通常はコンピュータの絶対精度で
ある．また，F̃i は具体的には以下のように書ける．

F̃i(y1, y2, y3) = a(i) + w̃
(i)
1 y1 + w̃

(i)
2 y2 + w̃

(i)
3 y3

+w̃
(i)
12 y1y2 + w̃

(i)
13 y1y3 + w̃

(i)
23 y2y3 + w̃

(i)
123y1y2y3.

ここで，論理積の項 y4 � y1y2 をMLDシステムで表現
すると，以下の連立不等式となる．

− y1 + y4 ≤ 0, − y2 + y4 ≤ 0, y1 + y2 − y4 ≤ 1.

同様に，y5 � y1y3, y6 � y2y3, y7 � y1y2y3 = y3y4も表
すことができ，F̃i は以下で表される．

F̃i(y1, y2, y3) = a(i) + w̃
(i)
1 y1 + w̃

(i)
2 y2 + w̃

(i)
3 y3

+w̃
(i)
12 y4 + w̃

(i)
13 y5 + w̃

(i)
23 y6 + w̃

(i)
123y7.

ここで，発現パターンに関して添え字を 2進数で表す新
たなパラメータを考える．

w
(i)
001 = w̃

(i)
1 , w

(i)
010 = w̃

(i)
2 , w

(i)
011 = w̃

(i)
12 , w

(i)
100 = w̃

(i)
3 ,

w
(i)
101 = w̃

(i)
13 , w

(i)
110 = w̃

(i)
23 , w

(i)
111 = w̃

(i)
123.

また，w
(i)
000 = a(i)とする．同様に新たな論理変数を，

δ001 = y1, δ010 = y2, δ011 = y1y2 = y4,

δ100 = y3, δ101 = y1y3 = y5, δ110 = y2y3 = y6,

δ111 = y1y2y3 = y7,

とおき，δ000 = 1とする．すると，相互作用関数は，

Fi(δ000, δ001, · · · , δ111) =
∑

j∈{0,1}3

w
(i)
j δj ,

となる．ただし，F̃i(y1, y2, y3) = Fi(δ000, δ001, · · · , δ111)
である．
3.2 発現ベースの設計手法の例
ここでは，次の周期的なパターン列 (y1, y2, y3)を考え

る．

(0, 0, 1) → (1, 0, 1) → (1, 0, 0) → (1, 1, 0) →
(1, 1, 1) → (0, 1, 1) → (0, 0, 1)

ここで，1回目の遷移を実現させる不等式は，


−w
(1)
0 − w

(1)
4 ≤ −k1b,

w
(2)
0 + w

(2)
4 ≤ −k2b,

−w
(3)
0 − w

(3)
4 ≤ −k3b,

となり，2回目の遷移は次のようになる．


−w
(1)
0 − w

(1)
2 − w

(1)
4 − w

(1)
6 ≤ −k1b,

w
(2)
0 + w

(2)
2 + w

(2)
4 + w

(2)
6 ≤ −k2b,

−w
(3)
0 − w

(3)
2 − w

(3)
4 − w

(3)
6 ≤ −k3b.



このパターン遷移では 6つの遷移関係があるので，6組の
連立線形不等式からなる制約によってパラメータ値が決
定される．例として，k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3, b = 1とし
たときに得られたパラメータを以下に示す．ただし，以
下に挙げられていないパラメータはすべて 0であった．

w
(1)
0 = 1, w

(1)
6 = −2, w

(2)
2 = 2, w

(2)
4 = −4, w

(2)
7 = 4,

w
(3)
1 = −3, w

(3)
3 = 6, w

(3)
4 = 3, w

(3)
5 = −3.

ここで，得られた相互作用関係をFig. 1に示す．図中，→
と �の矢印は矢印の向いた遺伝子の発現をそれぞれ活性
化・抑制化することを意味する．さらに⊗はタンパク質
の相互作用を意味する．例えば Fig. 1では遺伝子 1に向
かって矢印 �が向かっているが，これは遺伝子 2と遺伝
子 3がともに発現しているときに，遺伝子 1の発現を抑
制していることを意味している．また，Fig. 2は濃度変
数 xiの時間変化を示す．ただし，図中に書かれている数
字は各時間区間における発現パターンを表す．

4. 遺伝子ネットワークの制御
4.1 制御
次の遺伝子ネットワークを考える．

ẋi = −kixi + Fi(δ0, δ1, · · · , δ2n−1), (i ∈ N)

Fi(δ0, δ1, · · · , δ2n−1) =
2n−1∑
i1=0

w
(i)
i1

δi1 ,

このとき，この遺伝子ネットワークを「制御する」とは，
新たな遺伝子ネットワークを付加することによって，もと
もとあった遺伝子ネットワークに生じるある発現パター
ンを禁止したり，周期的な発現パターン列を変更させた
りすることを意味するものとする．以下では，もともと
ある遺伝子ネットワークを「対象ネットワーク」と呼び，
この付加された遺伝子ネットワークのことを「制御ネッ
トワーク」と呼ぶものとする．また，対象ネットワークお
よび制御ネットワークを構成する遺伝子を「対象遺伝子」
および「制御遺伝子」と呼ぶことにする．そこで，nc個
の遺伝子よりなる制御ネットワークを次のように定める．

ẋc� = −kc�xc� + Fc�(δc0, δc1, · · · , δc2nc−1), (� ∈ Nc),

Fc�(δc0, δc1, · · · , δc2nc−1) =
2nc−1∑
�1=0

w
(�)
c�1

δc�1 .

ただし，Nc = {1, · · · , nc}である．ここで，制御遺伝子
を付加すると，対象ネットワークと制御ネットワークで
さらに相互作用が現れる．これを次に表す．

ẋi = −kixi + Fi(δ0, δ1, · · · , δ2n−1) + Ui,

ẋc� = −kc�xc� + Fc�(δc0, δc1, · · · , δc2nc−1) + Z�,

ただし，Uiは制御遺伝子が付加された時に対象遺伝子に
現れる相互作用関数で，同様に Ziは制御遺伝子に現れる
相互作用関数である．具体的には次のように書くことが
できる．

Ui =
2nc−1∑
�1=1

2n−1∑
i1=0

u
(i)
�1i1

δc�1δi1 , Z� =
2n−1∑
i1=1

2nc−1∑
�1=0

z
(�)
i1�1

δi1δc�1 .

4.2 設計方法
例として，n遺伝子のネットワーク，

ẋi = −kixi + Fi + Ui, (i ∈ N)

Fi =
2n−1∑
i1=0

w
(i)
j δi1 , Ui =

2n−1∑
i1=0

u
(i)
1i1

δc1δi1 ,

に制御遺伝子を 1個付加する．つまり，nc = 1とする．

ẋc1 = −kc1xc1 + Fc1 + Z1,

Fc1 =
1∑

�1=0

w
(c1)
1 δc�1 , Z1 =

2n−1∑
i1=1

1∑
�1=0

z
(1)
i1�1

δi1δc�1 .

まず，対象ネットワークのある遷移 (y1, · · · , yj, · · · , yn)
→ (y1, · · · , ȳj , · · · , yn)を設定する方法について述べる．
対象ネットワークにおいて発現パターンが 1回遷移する
間に，制御遺伝子の発現パターンが高々1回遷移すること
を許すものとする．つまり，

(y〈1〉
c1 , y1, y2, · · · , yj, · · · , yn) → (2)

(y〈2〉
c1 , y1, y2, · · · , yj , · · · , yn) → (3)

(y〈2〉
c1 , y1, y2, · · · , ȳj , · · · , yn) (4)

となり，対象ネットワークが 1回遷移する間に制御遺伝子
の発現パターンが 1回遷移することが生じうるため，最
小 1回，最大で 2回の遷移を考えなければならない．こ
こで y

〈j〉
c1 は制御遺伝子の j 回目の遷移での，発現を表す

論理変数である．ここで，次の新たな論理変数を定める．

[y〈1〉
c1 − y

〈2〉
c1 = 0] ↔ [ζ12 = 1].

上式を以下のように論理条件を書き換える．

[y〈1〉
c1 = 0] ∧ [y〈2〉

c1 = 0] → [ζ12 = 1],

[y〈1〉
c1 = 1] ∧ [y〈2〉

c1 = 0] → [ζ12 = 0],

[y〈1〉
c1 = 0] ∧ [y〈2〉

c1 = 1] → [ζ12 = 0],

[y〈1〉
c1 = 1] ∧ [y〈2〉

c1 = 1] → [ζ12 = 1].

上式は以下の混合整数不等式に変換できる．{
−y

〈1〉
c1 − y

〈2〉
c1 − ζ12 ≤ −1, y

〈1〉
c1 − y

〈2〉
c1 + ζ12 ≤ 1,

−y
〈1〉
c1 + y

〈2〉
c1 + ζ12 ≤ 1, y

〈1〉
c1 + y

〈2〉
c1 − ζ12 ≤ 1.

このとき，発現パターン (2)から (3)への遷移での制御遺
伝子の設定は次で行える．

[ζ̄12 = 1] → [(2y
〈1〉
c1 − 1)x∗〈1〉1

c1 ≤ −b].

これは，M, m を定義すると次の混合整数不等式で表せ
る．ただし，M, mはそれぞれの平衡点の各成分または相
互作用パラメータの中の最大値・最小値から bを加減し
たものとする．

(2y
〈1〉
c1 − 1)x∗〈1〉1

c1 + b ≤ Mζ12.

さらに，s
〈1〉
c1 � y

〈1〉
c1 x∗

c1の項を混合整数不等式で表すこと
ができる．{

s
〈1〉
c1 ≤ My

〈1〉
c1 , s

〈1〉
c1 ≤ x

∗〈1〉1
c1 − m(1 − y

〈1〉
c1 ),

s
〈1〉
c1 ≥ my

〈1〉
c1 , s

〈1〉
c1 ≥ x

∗〈1〉1
c1 − M(1 − y

〈1〉
c1 ).
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Fig. 1: Estimated interaction relation.
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Fig. 2: Simulation result.
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Fig. 3: Obtained interaction relation
between the added gene and the orig-
inal genes.
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Fig. 4: Simulation result.

同様に，対象遺伝子の 1回目の遷移の設定も次で行える．

[ζ̄12 = 1] → [(2yi − 1)x∗〈1〉1
i ≥ b],

− (2yi − 1)x∗〈1〉1
i + b ≤ Mζ12,

発現パターン (3)から (4)への制御遺伝子の遷移は，反
転しないので次で与えられる．

(2y
〈2〉
c1 − 1)x∗〈1〉2

c1 ≥ b.

ここで v
〈2〉
c1 � y

〈2〉
c1 x∗

c1 も sと同様に混合整数不等式で表
せる．さらに対象遺伝子では反転しない場合と反転する
場合をそれぞれ以下のように表すことができる．

(2yi − 1)x∗〈1〉2
i ≥ b, (2yi − 1)x∗〈1〉2

i ≤ −b,

さらに，ycj と u, z, wcの積項も混合整数不等式で書ける．
以上より，望みの遷移を混合整数不等式で表すことがで
きる．
ここで，2.3節と同様に以下で示される評価関数を用い

ることによって，制御問題は混合整数計画問題に帰着で
きる．

E =
n∑

i=0

2n−1∑
i1=0

|u(i)
1i1

| +
1∑

�1=0

|w(1)
c�1

| +
2n−1∑
i1=1

1∑
�1=0

|z(1)
i1�1

|,

4.3 設計例
ここでは例として 3.1節で求めた遺伝子ネットワーク

を対象ネットワークとし，制御遺伝子を 1つ付加して以
下の発現パターン列に変更させる制御を行った．

(0, 0, 1) → (0, 0, 0) → (1, 0, 0) → (1, 1, 0) →
(0, 1, 0) → (0, 1, 1) → (0, 0, 1) →

また，kc1 = 4, M = 100, m = −100, b = 1とした．以
下に新たに得られたパラメータを示す．ただし，ここに挙
がられていない相互作用パラメータはすべて 0であった．

u
(1)
12 = −2, u

(1)
14 = −2, u

(2)
10 = −2, u

(2)
11 = 2, u

(2)
12 = 4,

u
(3)
10 = −3, u

(3)
11 = −9, u

(3)
12 = 6, u

(3)
14 = −3, w

(1)
c0 = 4.

Fig. 3に新たに得られた遺伝子ネットワークの相互作用
関係を示す．図中，破線は既存の相互作用関係を表し，実
線は新たなに得られた相互作用関係を表す．また，Fig. 4
に濃度変数 xi と xc1 の時間変化を示す．
5. おわりに
MLDシステムを遺伝子ネットワークモデルである連続

時間スイッチングネットワークに適用した．そして，与
えられた周期的な発現パターン列をもつように相互作用
パラメータを決定する問題を扱った．さらに，新たな遺
伝子ネットワークを付加することによって，発現パター
ン列を変更する際の定式化を行い，設計例を示した．
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